Funkcje Analityczne

10.02.2023

e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Zadanie 1. (10p.)
Oblicz catke

/OO cos(x) dzx.

Zadanie 2. (10p.)
Niech P(z) = 2° — z + 16.

(a) Pokaz, ze wszystkie zera wielomianu P leza w pierscieniu {z € C: 1 < |z| < 2}.
(b) Ile zer ma wielomian P w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej?
Zadanie 3. (10p.) o
Oznaczmy Q = D(0,1) \ D(1,v/2).
(a) Wyznacz obraz obszaru €2 przez homografi¢ h(z) = £
(b) Znajdz odwzorowanie biholomorficzna przeprowadzajace Q na D(0,1).
Zadanie 4. (10p.)
Niech C oznacza sfer¢ Riemanna. Zalézmy, ze f € M(C) oraz spelnia nastepujace warunki:
e fe H(C\{1,2}), oraz f ma biegun rzedu 1 w 2y = 1 oraz biegun rzedu 2 w punkcie zy = 2.
e Res(f,1) = 1, Res(f,2) = 2,
e f(0)=-1, f(38)=1/2.
(a) Znajdz ogdlna postaé funkcji f.
(b) Czy f moze byé¢ ograniczona w otoczeniu punktu co? Jesli tak, jaka ma wtedy postaé?

Zadanie 5. (10p.)

Dla R > 0 niech Qr = {z € C: |z| > R}. Rozwazmy funkcje holomorficzna f(z) = jjrg

(a) Pokaz, ze istnieje Ry > 0 takie, ze na obszarze Qp, istnieja dokladnie dwie holomorficzne galezie
pierwiastka kwadratowego z funkcji f.

Uwaga: Holomorficzna galezia pierwiastka kwadratowego z funkcji f na Qpr nazywamy funkcje
holomorficzna g okreslong na Qg, ktéra spetnia g(2)? = f(z).

(b) Niech g oznacza galaZ pierwiastka kwadratowego z f okreslona na Qp,, ktéra przyjmuje wartosé
rzeczywista dodatnia w punkcie z = 2Ry. Pokaz, ze funkcja h(z) = g(z) ma usuwalna osobliwosé w
nieskonczonosci.



(¢) Niech g bedzie taka jak w poprzednim punkcie. Zalézmy, ze
(oo}
g(z) = Z apz”
n=—oo

jest rozwinieciem funkeji g w szereg Laurenta na Qpr,. Wyznacz wspétczynniki a_1, ap, a1, as.
(d) Wyznacz wartosé catki [, (0,2Ro0) g(z) dz (okrag, po ktérym catkujemy, jest zorientowany dodatnio).

Uwaga: W tym zadaniu podpunkty (b), (c), (d) mozna robié niezaleznie od podpunktu (a).
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